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Mediante el estudio de la Matematica se busca desarrollar una forma de
pensamiento que nos permita expresar mateméaticamente situaciones que se
presentan en diversos entornos socioculturales, en este caso desde el punto de

vista de la aplicacion de los distintos puntos de vista de la ingenieria.

En la aplicacion de la matematica de deben utilizar técnicas adecuadas para
reconocer, plantear y resolver problemas; al mismo tiempo, se busca adquirir una
actitud positiva hacia el estudio de esta disciplina, de colaboracién y critica, en el

ambito en el que nos desarrollamos.

El presente curso pretende que el estudiante ingresante a las carreras de
ingenieria en alimentos y biotecnologia de la Universidad Nacional de Rio Negro
pueda desarrollar habilidades en el manejo de las herramientas matematicas

bésicas para poder transitar su carrera de manera armoniosa y segura.
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1. NUmeros

Se puede decir que la nocion de numero nacié con el hombre. EI hombre primitivo
tenia la idea de numero natural y a partir de alli, a lo largo de muchos siglos e
intenso trabajo, se ha llegado al desarrollo que actualmente posee el concepto de
namero. Con los numeros expresamos cantidades y también medidas pudiendo

ademas operar con ellos.

1.1 NUMEROS NATURALES

El conjunto de los numeros naturales N estd constituido por los nuameros
1,2,3,4,5,..., 100,...,.n...., con los cuales contamos, ordenamos y realizamos las
operaciones de suma y multiplicacién, siendo el resultado de estas operaciones
también un nimero natural, sin embargo no ocurre lo mismo con la resta y con la

division.

Caracteristica del conjunto de niumeros naturales

* Es un conjunto infinito.

* Tiene primer elemento, no tiene ultimo elemento.

» Todo numero natural tiene un sucesor, es decir, cada niumero natural, tiene un
consecutivo.

» Todo numero natural, salvo el uno, tiene antecesor.

* Entre dos numeros naturales consecutivos, no existe otro nimero natural, por eso

se dice que el conjunto es discreto.

Por ser un conjunto ordenado, es posible representar a los nimeros naturales en
una recta, eligiendo como origen el cero, que puede ser incluido también en el

conjunto, usando en ese caso el simbolo No para denotarlo.
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1.1.1 Multiplos y divisores

Se sabe que la multiplicacion es una suma de términos iguales y puede escribirse

de manera comprimida o abreviada:

at+a+a+--....+a=na
n veces

Ejemplo: 3+3+3+3+3+3+3+3=8x3=24

En este caso decimos que 24 es multiplo de 3 y que 24 es multiplo de 8, o lo que
es lo mismo: 3 es divisor de 24 y 8 es divisor de 24.

Definicion: a es multiplo de b si es posible encontrar un nimero natural k, tal que

se cumple:

Si a es mdltiplo de b, la division a + b tiene resto cero, por lo tanto decimos
indistintamente:

e aesmultiplodeb

e bdivideaa

e besfactordea

e aesdivisible porb

Son resultados inmediatos de la definicién:

e 1 esdivisor de todos los niumeros pues: a=1-a

e 0 es multiplo de todos los nimeros pues 0=0 - a

En nuestro ejemplo son equivalentes las proposiciones:

» 24 es multiplo de 3
* 3 divide a 24

* 3 es factor de 24

* 24 es divisible por 3
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1. ¢252 y 588 son multiplos de 7? ¢La suma de ellos es mdultiplo de 7?

¢ Y su diferencia?

Ejercicio 2. Para pensar....
a) Dado un ndamero natural cualquiera, ¢cual es su divisor mas pequefio? ¢y el

mayor?
b) Si un nimero es divisor de otro, ¢también lo es de los multiplos de éste? ¢ Por
que?

c¢) Dado un numero natural cualquiera, ¢cual es su multiplo menor? ¢y el mayor?
d) La suma de varios multiplos de un numero ¢también es multiplo de dicho

namero? Si es verdad, demuéstralo; de lo contrario da un contraejemplo.

Ejercicio 3.
a) Enunciar los criterios de divisibilidad por 2, 3, 4, 5, 6,8, 9,11

b) Escribir Verdadero (V) o Falso (F) segun corresponda:

¢ Si un nimero es divisible por 6, entonces, es divisible por 3.

¢ Si un nimero es divisible por 3, entonces, es divisible por 6.

¢ Si un numero es divisible por 3 y por 5, entonces, es divisible por 15.
¢ Si un namero es divisible por 7, entonces, no es divisible por 2.

¢ Si un numero no es divisible por 4, entonces, no es divisible por 2.

¢ Si un numero es divisible por 16, entonces, es divisible por 8 y por 4.

c) El nUmero de cajas que hay en una camara frigorifica es menor que 1000. Si
las agrupamos de a 5, de a 6, de a 9 o de a 11, siempre sobra 1. ; Cuantas cajas

hay en la camara?
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1.1.2 NuUmeros primos y compuestos

La cantidad de divisores que tiene un numero permite clasificarlo en nimero primo
0 numero compuesto, recordemos que todo nimero n mayor que 1 tiene como
divisores al 1 y a él mismo. Si admite sélo estos divisores, se dice que el numero
es primo. Si los divisores son mas de dos, el nimero es compuesto y en ese caso
es posible factorizarlo como producto de los nimeros primos que lo dividen. Esta
descomposicion es Unica, salvo el orden en que pueden usarse los nUmeros primos

como factores

Ejemplo:
* 2 es un numero primo, pues tiene solamente dos divisores: él mismo y el 1.

Es bueno destacar que el nimero 2 es el Unico namero primo par.

* 50 es un numero compuesto, pues admite los divisores 1, 2, 5, 10, 25, 50 y
puede factorizarse usando numeros primos. Asi: 50 =52 - 2

* 1 no es numero primo.

EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Para pensar:
a) La suma de dos nimeros primos ¢,es un niumero primo? ¢ Siempre?

Justifica tu respuesta.

b) El producto de nUmeros primos ¢,es un numero primo? Justifica tu respuesta
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1.1.3 Maximo comun divisor

Buscamos los divisores de los numeros 24 y 36:

Los divisores de 24 son: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Los divisores de 36 son: 1, 2, 3, 4,
6, 9, 12, 18,36. Observamos que los divisores comunes a ambos numeros son: 1,
2,3,4,6,12.

El mayor de ellos es 12, al que llamamos: maximo comun divisor, por ser el mayor

de los divisores comunes y lo denotamos asi:

med(24,36) = 12

Escribiendo los nimeros 24 y 36 factorizados, podemos calcular en forma practica
el maximo comun divisor, sin necesidad de listar los divisores de cada uno de los
nameros.

Asi, 24 = 233 y 36 = 22 - 32 para encontrar el mcd (24,36) debemos realizar el
producto de los factores que son comunes a ambas descomposiciones tomandolos
con el menor exponente con que figuran.

Por lo tanto, elegimos 22y 3, resultando entonces:

mcd(24,36) = 223 = 12

tal como lo habiamos obtenido al hacer el listado de los divisores de los niumeros
24y 36.

Nota: Si mcd (a,b) = 1, es decir, 1 es el Unico divisor comun de a y b, diremos que

a y b son coprimos o primos entre si

1.1.4 Minimo comun multiplo

Tomemos ahora los niumeros 12 y 9, busquemos sus primeros mdultiplos. Los
primeros multiplos de 12 son: 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132...Los
primeros multiplos de 9 son: 9,18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90, 99, 108, 117....

8
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Observamos que hay un numero infinito de multiplos de cada uno de ellos y hay

infinitos multiplos comunes a ambos: 36, 72, 108...El menor de ellos, el 36, es lo
que llamamos el minimo comun multiplo por ser el menor de los mdultiplos

comunes y lo indicamos asi:

mcm(12,9) = 36

Escribiendo los numeros 12 y 9 en forma factorizada, podemos calcular en forma
practica el minimo comun multiplo sin necesidad de listar los multiplos de cada uno
de los numeros.

Siendo 9 = 32y 12 = 3 - 22 para encontrar el mcm (12,9) debemos realizar el
producto de los factores que son comunes a ambas descomposiciones como
también los que no lo son tomandolos con el mayor exponente con que figuran. Por

lo tanto elegimos 22y 32, resultando entonces:

mem(12,9) = 22.3%2 = 36

tal como habiamos obtenido al hacer el listado de los multiplos de los nimeros 12

y 9. Queda para el lector verificar gue mcm (24,36) = 72
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: En la Autopista Serranias Puntanas, de 240 km de largo, han

planificado colocar:

+ cabinas telefonicas cada 12 km
¢ puestos sanitarios cada 30 km
+ estaciones de servicio cada 15 km

a) Si en el kilbmetro 0 existen los tres servicios, ¢en qué kilbmetros vuelven a

coincidir los tres?

b) Si la Autopista se extiende 60 km mas, al final de este nuevo tramo,

Jvolveran a coincidir?

c) ¢Qué caracteristica tienes los nimeros de los kilometros que coinciden los

tres servicios?
Ejercicio 2: El arbol de Navidad de mi casa tiene dos guirnaldas de luces, una se

prende cada 6 segundos y la otra cada 9 segundos. ¢ Cada cuantos segundos se

prenderan las dos juntas?

10
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1.2 NUMEROS ENTEROS

Recordemos que la resta en el conjunto de los nimeros naturales siempre es
posible cuando el minuendo es mayor que el sustraendo, en caso contrario no es
posible. Para resolver este problema necesitamos ampliar el campo numérico
introduciendo el cero y los opuestos de los nimeros naturales, llamados niameros
enteros negativos.

Obtenemos el conjunto de los nameros enteros: Z={.......-3,-2,-1,0 ,1, 2,

Definicion: Si x es un nimero entero —x es el opuesto de x.

Eiemplos:

a) Sea x = -7, suopuesto es -x = 7.

b) Sea x = 4, su opuesto es —x = —-4.

Las operaciones de suma, resta y producto dan como resultado un nimero entero,
sin embargo no ocurre lo mismo con la division, por ejemplo 8 dividido 3 no da un

ndmero entero.

Caracteristicas del conjunto Z

e Es un conjunto infinito
¢ No tiene ni primer elemento ni dltimo
e Es un conjunto discreto

e Cada numero entero tiene un antecesor y un sucesor

11
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1.2.1 Valor absoluto

Para cada namero entero x definimos el valor absoluto de x, que indicamos |x|,
como sigue:
Si el nimero x es positivo o cero, su valor absoluto es el mismo nimero y es su

opuesto, —x, si el nUmero es negativo. Simbdlicamente:
Definicion:

x s x=0

Definicion: | x|= —x si x<0

Recordemos:

El valor absoluto de cada numero entero, es siempre un nimero no negativo

Geométricamente, el valor absoluto mide la distancia del niumero x al cero, los

ejemplos anteriores quedan representado en la recta por:

dist (0,3)=3

dist (-3,0)=3

12
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: Encontrar el valor de cada una de las expresiones siguientes, para X

=2yy=-3:

a) [x+y| b) | 2(x+y))| c) [ x+3y| d) | x-y]|
e) [2(x-y] f) y—|x-3y

1.2.2 Comparacion de nameros enteros

Dados dos enteros ay b, se dicequea<bsiysolosib-a>0.

Observacion:
» Todo nimero entero positivo es mayor que cualquier numero entero negativo.

» Dados dos numeros enteros negativos, ay b, b >asiysolosi|a|>|b|

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1.- Escribir cada enunciado usando desigualdades
a) X es positivo b) y es negativo

c) t es menor que 6 d) u es menor o igual que 1

e) z es mayor que -5 f) x es menor que 5

g) X es mayor o igual que -3 h) t estd comprendido entre -3y 0
i) z es menor que =3 j) t es menor que 5 mayor que -2

k) y es menor que o igual que 2 e y mayor que 0

13



N

Curso Introductorio de Matematica 2019
RIO NEGRO

UNIVERSIDAD
NACIONAL

1.3 NUMEROS RACIONALES

Con los numeros enteros podemos “contar” pero no siempre “medir”. Para expresar
medidas necesitamos numeros que representen “partes de la unidad”, de aqui
surge la idea de numero fraccionario: la mitad, la tercera parte, las dos quintas
partes, etc de una unidad.

El conjunto de los numeros enteros unido al conjunto de todas las fracciones

constituye el conjunto de los numeros racionales, al que denotamos por Q.

Definiciéon: Un namero racional % es el cociente de dos numeros enteros ay b, con

b # 0, siendo a el numerador y b el denominador.
Cuando en una fraccion, el numerador y el denominador son numeros primos entre

si, decimos que la fraccion es irreducible.

Caracteristicas de QO

* Q es un conjunto denso, es decir que entre dos nimeros racionales hay

infinitos nimeros racionales.

* En Q no podemos hablar de sucesores o antecesores.

Eiemplos:

Dados dos numeros racionales a y b, siempre es posible encontrar otro entre ellos.

. . . a+b
Una manera sencilla de determinarlo es la semisuma; —

g ., a+b
Queda para el lector la verificacion: a < 5 <b

En este conjunto, las cuatro operaciones elementales son cerradas, es decir, el

resultado obtenido es siempre un nimero racional.

14
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1.3.1 Interpretacion de nameros racionales

El nimero racional % a indica que dividimos en b partes iguales al todo y tomamos

a de esas partes. Asi, dado el numero g éste nos indica que el todo se ha dividido

en 8 partes iguales y de ellas se han tomado 7. Una de las formas graficas de

interpretar la situacion anterior, es:

Ejemplos:

Si representamos el todo mediante una barra, ésta se ha dividido en 8 partes iguales

de las 8 partes iguales se toman 7, la parte sombreada

. 7
representa el namero n

En la recta numérica, como siete octavos es menor que uno, dividimos la unidad en
ocho partes iguales, contamos siete de ellas a partir del cero, obteniendo asi el punto

, 7
de la recta que representa al nUmero 5"
(n]

1.3.2 Operaciones con fracciones
* Suma
Recordemos que la suma de varias fracciones con igual denominador es la fracciéon

con el mismo denominador que aquellas y el numerador es la suma de los

numeradores.

_2+1+5 8
B 9 9

6 3-2+5+4-6 4

11 11
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Si las fracciones tienen distinto denominador, se buscan fracciones equivalentes a

las dadas que tengan igual denominador y después se suman de la forma indicada

anteriormente

30 35 150+30—35 145

=75 775 75 =

Generalizando:

_a.d+c.b
" bd

S|
Q| o

Es conveniente usar como denominador para las fracciones equivalentes, el
minimo comun multiplo. Observando el ejemplo anterior, vemos, que el
denominador comun para las fracciones equivalentes es 15, que es el minimo

comun multiplo entre 1; 5y 15.

+2 7 304+46-7 29
5 15 15 15

Descomponiendo los denominadores en factores primos, obtenemos:
m.c.m. (6,10,8) = m.c.m. (2x3, 2x5,23) = 23x3x5 = 120

Por lo tanto:

75 204+36+75 131
- 120 120

16
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Multiplicacion

Recordemos que el producto de varias fracciones es otra fraccion que tiene como
numerador el producto de los numeradores y como denominador el producto de los

denominadores.

Generalizando:

Division

Para dividir fracciones, es conveniente recordar:

Definicion: Dos fracciones %y% son reciprocas o inversas si su producto es igual

al
EsdecirZx<=1
b d

De la definicion se obtienen los siguientes resultados:

., a .. . . 7 e
e Una fraccion . tiene inversa siy sélo sia =0

e, a ., b
e La fraccidon inversa de - es la fraccion -

17



N

Curso Introductorio de Matematica 2019
RIO NEGRO

UNIVERSIDAD
NACIONAL

Para dividir una fraccion por otra, se multiplica la primera fraccion por la inversa de

la segundo:

Generalizando:

a
b

1.3.3 Fracciones y Porcentajes

En la vida cotidiana es habitual utilizar en nuestro lenguaje los términos: porcentaje,

por ciento pero como lo calculamos?

El siguiente diagrama muestra las diferentes maneras de expresar una parte de un
todo.

Porcentaje: el 40% de 80 (Recordar que el 40%
significa tomar 40 partes de 100).

40 80 =32
100"
Simplificacién Division
2 =
Z.80=32 0,4.80 =32
5
Numero decimal
Fraccion

18
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Ejemplos: ¢Cuanto es el 15 por ciento (15%) de 38?

15 38=0,15.38 = 5,7
100"~ T T

Otra forma:

5,7 representa el 15% de 38

Ejemplos: ¢Qué parte del total representa el 25% de una cantidad C?

2506 de C = 2> ¢ =1¢
0det =T00" "1

Representa la cuarta parte de la cantidad C.

Variacion porcentual: por medio de ejemplos realizaremos la comprension de los

aumentos y disminuciones porcentuales.

Ejemplo 1: Un frasco de yogurt cuesta inicialmente $18. Su precio sube 15%
¢cudl es el nuevo precio?

Nuevo Precio = 18 + %50. 18=18+0,15x18 = (1 + 0,15)x18 = 1,15 x 18 = 20,70

Nuevo precio: $20,70

Ejemplo 2: Por pago al contado de un tanque de acero inoxidable de 20 litros uno de
los proveedores hace un descuento del 10% ¢ cuanto se paga al contado por este
tanque que cuyo precio es $139007?

Precio al contado: 13900 — %’Ox13900 = 13900 — 0,1x13900 = $12510

Pagaremos por el tanque: $12510 si realizamos la compra al contado

Generalizando:

19



N

Curso Introductorio de Matematica 2019

RIO NEGRO

UNIVERSIDAD
NACIONAL

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: El precio de un termémetro era de $120 y sufrié un incremento del 14%

¢ Cuél es su nuevo precio?

Ejercicio 2: He pagado US$ 85,40 por un electrodo de sodio el precio incluye el
21% de IVA ¢ Cuél es el precio sin IVA? (IVA: Ingreso al Valor Agregado)

Ejercicio 3: Unfiltro de bolsa costaba $160 y se pago por él $128 en una liquidacion

¢en qué porcentaje fue rebajado?
Ejercicio 4: Escribir las siguientes expresiones usando porcentaje:

a) Dos de cada cinco alumnos aprobaron matematica

b) La cuarta parte de los alumnos son de ingenieria

c) Todos los alumnos asisten a la clase de ILEA

d) Tres octavos de los alumnos estan en el laboratorio

e) Uno de cada cuatro alumnos aprobé el ingreso de quimica

f) Las tres cuartas partes del curso cursa ingenieria en alimentos.
1.4 Numeros Reales

Los numeros racionales junto con los niUmeros irracionales, constituyen el conjunto

de los numeros reales (R).

( ( Naturales (N)(Enteros positivos)

!Racionales ) Enteros (Z) {Cero

! Numeros Reales (R) Enteros Negativos (Z)

L L Fraccionarios
Irracionales (I)

Existe una correspondencia entre los numeros reales y los puntos de la recta: a

cada punto de la recta le corresponde un numero real y viceversa, por ello decimos

gue los numeros reales cubre la recta.

20
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A continuacioén, se mencionan las propiedades fundamentales de las operaciones

de los numeros reales. Sean a, b y ¢ nUmeros reales:

La suma satisface las siguientes propiedades:

a) Asociativa:a+(b+c)=(a+h)+C

b) Conmutativa:a+b=b+a

c) Existencia de elemento neutro:0 eR/a+0=0+a=a

d) Existencia del elemento opuesto: VaesR,3-acsR/a+(-a)=(-a)+a=0

El producto satisface las siguientes propiedades:

a) Asociativa: a.(b.c) = (a.b).c

b) Conmutativa: a.b =b.a

c) Existencia del elemento neutro: 31 ¢ R /a.l=1.a=a

d) Existencia del elemento reciproco o inverso:
VaecR,a=0,3a'¢R/aal=ala=1

e) Propiedad distributiva del producto con respecto a la suma:

a.(b+c) = (a.b) + (a.c)

La diferencia o resta se define a partir de la definicién de suma:
a—b=a+(-b) va,beR

El cociente se define a partir de la definicion de producto: b+#0
azb=a.b? Va,beR

OBSERVACION: EL 0 NO TIENE INVERSO O RECIPROCO

21
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: Dados los niumeros reales:
5: -7: 3,2: ?; % —?; 2, 13: -4, 35; V2 3,212112111211112...... V/9: /8:

23,454545...... ; 14,566660......

Clasificarlos en naturales, enteros, racionales, irracionales.

Ejercicio 2: Representar en la tabla numérica los siguientes numeros:

2 1 1
Y .E. 7._.1/2.__._ 7
3’5'01 I7J ) 7) 31

Ejercicio 3: Dados los siguientes pares de niUmeros, reemplazar por <, > 0 =, segun

corresponda:
a) 110 b) 516 c)-30 -2 d) 7 [ 3,14159
e) V2113 ) V211,41 9) 110,52 h) 210,333
i) 0,3333.. 01 ]) 0,670 k) 0,257 )-100 —2
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1.4.1 Operaciones aritméticas en el conjunto de los enteros

Ademas de las cuatro operaciones aritméticas basicas (adicion, sustraccion,
multiplicacion y division), debemos profundizar en otras que resultan necesarias

dominar para la profundizacion de conceptos.
1.4.2- Potencias en los enteros

Potencia en matematica es una expresion que representa a un niumero que se
multiplica por si mismo varias veces. Consta de dos partes: la base que es el
namero a multiplicar y el exponente que es la cantidad de veces que ese numero

se multiplica por si mismo.

Base—__
a
V\

Exponente

Ejemplos:

Significa que el numero 3 se ha multiplicado por si mismo dos veces, es decir
3*3 y su valor es 9.

Significa que el numero 2 se ha multiplicado tres veces o0 sea 2*2*2 y su valor
es 8

Reglas de la Potencia:

1. Las potencias de exponente par son siempre positivas.

2. Las potencias de exponente impar tienen el mismo signo de la base
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Propiedades de las potencias.

a) Un nimero elevado a cero, siempre tiene como resultado 1: a°=1 -

b) Un nimero elevado a 1, siempre es el mismo ndmero: al = a

c) Cuando dos potencias tienen la misma base y distinto exponente existen dos

situaciones:

d)

f)

Se multiplican las bases: en este caso se mantienen las bases y se

multiplican los exponentes: a™ - a" = a™*"

Eiemplos: (-2)5 *(-2)2 = (-2)52 = (-2)" = -128

Se dividen las bases: en este caso se mantiene la base y se restan los

exponentes: am:a"=am-"

Eiemplos: (-2)°: (-2)? = (-2)>2 = (-2)° = -8

Una potencia elevada a un numero, es igual a otra potencia de la misma
base y su exponente, es igual al producto del exponente de la potencia por

el nimero al que se eleva: (@™)"=a ™"

Ejemplos: [(-2)3]? = (-2)? = (- 2)® = 64

Multiplicacion de potencias de distinta base e igual exponente, se multiplican

las bases y se mantienen los exponentes: a" - b" = (a - b)"

Ejemplos: (-2)° - (3)% = (-2.3)3= (-6)° = 216.

Divisidbn de potencias de distinta base e igual exponente, se dividen las

bases y se mantienen los exponentes: a": b" = (a : b)"

Ejemplos: (-6)3: 3% = (-6:3)3= (-2)°* = -8
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1.4.3 - Raiz cuadrada de un numero entero

En estricto rigor, raiz es una cantidad que se multiplica por si misma una o mas
veces para presentarse como un numero determinado.

Para encontrar esa cantidad que se multiplica se recurre a la operacion de extraer
la raiz a partir del nimero determinado y se ejecuta utilizando el simbolo V, que se
llama radical. Por ello es que se habla de operaciones con radicales al referirse a
operaciones para trabajar con raices.

Encontrar o extraer la raiz es realizar la operacién contraria o inversa de la
potenciacion, asi como la suma es la operacién inversa de la resta y viceversa, y
la multiplicacién es la operacion contraria de la divisién y viceversa.

Para graficarlo de algiin modo:

Potencia Raiz
X" =a | . Va= X
X: Base de la potencia X: Valor de la raiz
n: Exponente de la potencia n: indice de raiz
a: Valor de la potencia a: Cantidad subradical (o radicando)

Cuando el indice de la raiz es 2 (raiz cuadrada), no se acostumbra por convencion

a colocarlo, se subentiende que es 2.
V64 =64 =8

Para encontrar el valor de una raiz cuadrada se debe hacer la siguiente pregunta:
¢, Qué numero elevado a 2 (al cuadrado) da como resultado 64?
La respuesta es 8, porque 82 = 64

Eiemplos: 3/100 =10 ¢Qué nimero elevado a 2 da como resultado 100?
La respuesta es 10, porque 102 = 100
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TENERIENIBEUENIA: Lo raiz cuadrada (O DE CUALQUIER INDICE PAR, 4, 6, 8,
etc) de un numero negativo NO EXISTE

¢ POR QUE?

2 . L

V=100 =? ¢Qué numero elevado a 2 da como resultado -100? La respuesta es
gue no existe un numero que elevado al cuadrado me dé un nimero negativo.
(-10)2=+100

1.4.4.- Raiz cubica

La raiz cubica o raiz tercera de un numero, es tal que si es multiplicada por si
misma, tres veces, da como resultado el mismo numero. Es decir que para acceder
a un resultado, se debe multiplicar tres veces un mismo nimero y que esté sea tal
cantidad, la raiz cubica es este niumero que ha sido multiplicado tres veces. Para

gue se entienda mejor, es necesario mostrar un pequefio ejemplo:

Ejemplo 1:

Tenemos el nUmero 27.

Entonces: 3 es la raiz cubica de 27.
La pregunta que surge es acerca de cdmo se obtuvo ese nimero y si esto es
comprobable

Pues solo hace falta multiplicar 3 por 3 por 3, es decir:
3¥=3.33=27

Ejemplo 2:

Tenemos el nimero 5y este es el resultado de una raiz cubica.
Lo que hace falta es encontrar ¢ de qué nimero?,
Respuesta: se debe multiplicar 5 por si mismo, tres veces

53=5.5.5=125

Por lo tanto 5 es la raiz clbica de 125, es decir: Y125 = 5

En ocasiones puede suceder que sea muy complejo encontrar las raices, para lo
cual podemos usar la calculadora cientifica, la cual nos entrega las funciones que

necesitamos
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1.45.- Uso de la calculadora cientifica.

La calculadora, nos ofrece una extensa gama de posibilidades para realizar los
distintos célculos que necesitemos, con la ayuda de la imagen conoceremos
algunas de ellas.

La calculadora tiene tres tipos de operaciones que se muestran de diferentes
colores (blanco sobre las teclas, amarillo y rojo sobre las teclas) En el caso de que
necesitemos calcular la raiz cuadrada, elevar un nimero al cuadrado o al cubo.

Solo debemos presionar la funcion e ingresar el numero.

En el caso de que necesitemos elevar un nimero a otros exponentes debemos
utilizar la tecla que tiene este simbolo "y se ingresa de la siguiente forma: base

exponente, es decir, por ejemplo 15 * 5 = ¢ Cudl es el resultado?

Ahora bien, para calcular la raiz cubica, o una raiz distinta a la cuadrada, debemos
fijarnos en la parte superior de la calculadora en la tecla SHIFT (amarilla), la cual

realiza todas las funciones inversas a las que tiene las teclas blancas.

fx-8ZMS

Funcidn raiz cubica

Funcién raiz cuadrada Funcion potencia o raiz.
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Ejemplo 1: en el caso de la raiz cubica de un numero, debemos presionar
shift, luego V3 e ingresamos el nimero.

Eiemplo 2: Para el caso de una raiz cualquiera presionamos shift, luego el
namero del indice y luego el que queremos calcular.

Orden en las operaciones.

Para poder realizar las operaciones aritméticas, necesitamos un conjunto de
normas comunes para realizar célculos. Hace muchos afios, los mateméaticos
desarrollaron un orden de operaciones estandar que nos indica qué operaciones
hacer primero en una expresion con mas de una operacion. Sin un procedimiento
estandar para hacer calculos, dos personas podrian obtener diferentes resultados

para el mismo problema.

Ejemplo 1:

3 + 5 ¢ 2 tiene sblo una respuesta correcta ¢Es 13 0 167?

El orden en el que deben realizarse las operaciones aritméticas basicas (jerarquia
de las operaciones, prioridad de las operaciones) es algo que todos debemos tener
claro. Cuando una expresion aritmética involucra sumas, restas, multiplicaciones

y/o divisiones el orden en el que debemos realizar las operaciones es:

1. Paréntesis

2. Multiplicaciones,
3. Divisiones

4. Sumas

5. Restas
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Esto significa que primero debemos resolver las operaciones que aparezcan entre
paréntesis, después las multiplicaciones y las divisiones (en el orden que
queramos) y después las sumas y las restas (también en el orden que queramos).
Si dentro de unos paréntesis aparecen otras operaciones se sigue la misma

jerarquia.

Ejemplo 1:

3 + 5 ¢ 2 tiene sblo una respuesta correcta ¢Es 13 0 16?
3 +(5.2)=3+10=13

Ejemplo 2:

-[8+4+[4+7]+4-9] =
-B+4+[11]+4-9]=-[7+11-5]=-[18 - 5] =—-[13] = - 13

Ejemplo 3:

[15-(23-10:2)]*[5+(3-2-4)]-3+(8-2-3)=
[15— (8 —5)]*[5+ (6—4)] -3+ (8-6) =

[15- (3] *[5+(2) - 3] +(2) =

[12]*[5+2-3]+2=

12 *[7 - 3] + 2=

12 *[4] + 2 =

12%4+2=

48 +2 =

50
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2 - ECUACIONES

Se puede pensar que el algebra comienza cuando se empiezan a utilizar letras para

representar numeros, pero en realidad comienza cuando los matematicos
empiezan a interesarse por las operaciones que se pueden hacer con cualquier
namero, mas que por los mismos numeros, y asi el gran paso de la aritmética al
algebra.

La utilizacion de letras dentro del ambiente matematico es muy antigua, ya que los
griegos y romanos las utilizaban para representar nimeros bien determinados.
Las ecuaciones y sus soluciones son de mucha importancia en casi todos los
campos de la tecnologia y de la ciencia. Una férmula es el enunciado algebraico de

que dos expresiones que representan al mismo ndamero.

Eiemplo:

La formula del &rea de un circuloes: A=T1r?2 .

El simbolo A representa el area, lo mismo que la expresion: 1 r 2, pero aqui el
area se expresa en términos de otra cantidad, el radio: r.

A menudo es necesario resolver una férmula para una letra o simbolo que aparecen
en ella. En la practica es necesario plantear ecuaciones para ser resueltas y no
siempre es facil identificar la informacion que nos lleva a la ecuacion.

Los problemas de aplicacion no vienen en forma “resuelva la ecuacién”, sino que
son relatos que suministran informacion suficiente para resolverlos y debemos ser
capaces de traducir una descripcion verbal al lenguaje matematico. Cualquier
solucion matemética debe ser verificada si es solucién del problema en cuestion,
porque podria tener solucion matematica que carezca de sentido con el contexto

del problema.

¢, Qué es el dlgebra?. Es el manejo de relaciones numéricas en los que una 0 mas
cantidades son desconocidas, incognitas, a las que se las representa por letras,
por lo cual el lenguaje simbdlico dalugar al lenguaje algebraico. Las operaciones
para numeros: suma, resta, producto, divisién, son conocidas como operaciones
algebraicas y cualquier combinacion de numeros y letras se conoce como
expresion algebraica. Por lo tanto, al traducir un cierto problema al lenguaje

algebraico, se obtienen expresiones algebraicas, que son una secuencia de
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operaciones entre numeros y letras. Las letras se las denomina, en general,
variables o incégnitas y las simbolizamos con las ultimas letras del alfabeto, en
cambio las primeras letras se emplean para simbolizar nUmeros arbitrarios pero
fijos, que llamamos constantes.

Frecuentemente aparecen igualdades que son de distinto tipo: identidades,
ecuaciones y formulas.

Las operaciones béasicas con expresiones algebraicas, se utlizan en el
importante proceso de resolver ecuaciones, sistemas de ecuaciones y otras

importantes aplicaciones de ellas.

Ejemplos:
Escribir en lenguaje algebraico las siguientes oraciones:

a) La base es el doble que la altura.

Si llamamos b = base y h = altura,
La expresion algebraica es: b = 2h

También se podria haber llamado x = base e y = altura
Entonces se obtendria: x = 2 y.

b) Dos numeros pares consecutivos.

2n representa un numero par, el siguiente nimero par es 2n + 2, donde n es
cualquier numero entero

2.1Ecuaciones y resolucién de problemas

Una ecuacion es una igualdad en la que aparecen numeros Yy letras ligadas
mediante operaciones algebraicas. Las letras, cuyos valores son desconocidos, se
llaman incdégnitas.

Resolver una ecuacién consiste en transformar la igualdad en otra equivalente mas
sencilla, hasta obtener la solucion, que es el valor de la incognita que hace cierta la
igualdad inicial.

Una expresion como x + (X + 1) + (x + 2) = 33 es una ecuacion, sélo es cierta para
x = 10. Entonces la solucion es x = 10.

Hay ecuaciones con muchas soluciones, e incluso infinitas soluciones, por ejemplo,

X +y =1, sen x = 0y otras que no tienen solucidon como: X + 3 = X.
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Por lo tanto, resolver una ecuacioén es obtener las soluciones, si existen, que la

satisfacen.
Para resolver una ecuacion se utiliza las propiedades de la relacion de igualdad y
las propiedades de los niumeros.

Ejemplos:
Resolver la siguiente ecuacion y verificar el resultado.
a) 2x—-3=5
Solucion:
a)-2x—-3+3=5+3 (sumamos a ambos miembros 3)
-2x=8 (se realizan las operaciones posibles)
(-2X) = (-2)=8+ (- 2) (Dividimos ambos miembros por -2)

X ==4 (Solucién de la ecuacion)

Si reemplazamos en la ecuacion original el valor -4 en cada x: =2(-4) -3 =
8 —3 =5, vemos que el valor -4 la verifica.

Ejemplos:

Resolver la siguiente ecuacion y verificar el resultado.
b) 5(x + 3) =2x + 3

Solucién:

b) 5x +5.3=2x+3 (Se distribuye el 5 en el primer término)
5x + 15 - 2x = 2x-2x+3 (se resta 2x a ambos miembros)
3x+15=3 (se realizan las operaciones posibles)
3x+15-15=3-15 (se resta 15 a ambos miembros)
3x=-12 (se realizan las operaciones posibles)
(3x) + (3) =(-12) = (3) (se divide por 3 a ambos miembros)

x=-4 (Solucion de la ecuacion)

Si reemplazamos en la ecuacion original el valor -4 en cada x:
5((-4)+3)=2(-4)+3 entonces: 5((-1)= - 8 +3 entonces sigue: -5 = -5, vemos
qgue el valor -4 la verifica la ecuacion.

Nota: Para asegurar que el valor encontrado es la solucién buscada, es
conveniente verificar en la ecuacion original. A la solucién también se le llama raiz

de la ecuacion.
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2.2Resolucion de ecuaciones de primer grado con una incognita

Se llama ecuacién de primer grado con una incognita a una expresion de la forma:

ax+hb=0com a=0, abesR (1)

Se llama de primer grado porque la incognita sélo aparece elevada a la potencia

uno.

Ejemplos:

1.- Consideremos la ecuacion x — 2 = 5x — 3, no es de la forma (1), pero
operando algebraicamente obtenemos:

4x =1=0 — x =1 que es la solucién de la ecuacion.

Queda para el lector verificar que efectivamente es la solucion de la ecuacion

dada.

2.- Sea x = X — 3, operamos y obtenemos 0x = — 3, no existe ningun numero real
X que satisfaga la igualdad. Por lo tanto, esta ecuacion no tiene solucion.

3.- Expresiones como: x =x 6 3x — 2 =2 (x -1)+ x, tienen infinitas soluciones,
son ciertas para cualquier numero real, son identidades.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: Resolver las siguientes ecuaciones

15 7
a) 4x —1=2— 4x b) 22x—7x—7_10—(5x—1)
2x+1 x—1 x—3 x+1 15x+11
) S T T 9 T =T
e)6x —24=5(x—-4)+x—-4 f)25x —18 =20 — 5(x + 3) + 30x

9) [2(x—3)—-2]2—-4(x—-3)=2x—2 h)2(x—3)+4(x+5)=6
) == ) (x—3)x = x?

Ejercicio 2: Indicar cudl de las siguientes ecuaciones es de primer grado y luego

encontrar su solucion:

a) o2 =252 b) 2 =2x+5
2 6 x+1
— 2 2 _ _
C)5+x—x+3 dDx—-1Dx+1)=0
Ejercicio 3:

a) La suma de tres numeros enteros consecutivos es 48.
Jcuanto vale cada numero?

b)Encuentre tres nimeros impares consecutivos cuya suma es igual a 117.
Ejercicio 4:De un tanque lleno de jugo concentrado se saca la mitad del contenido,

después la tercera parte del resto y quedan aun 1600 litros. Calcular la capacidad

del tanque en centimetros cubicos.
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2.3 Resolucion de ecuaciones de segundo grado con unaincdognita

Se llama ecuacion de segundo grado con una incégnita a una expresion de la forma:

axz—bx—c=ﬂ,:-_.b,ceﬁ}faa=ﬂ (2]

es de grado dos y la llamamos ecuacién cuadrética.
El grado de una ecuacion es el mayor exponente al que aparece elevada la

incégnita.

Ejemplos:

1 - Laexpresion 2x + 3= 5(x — 3) es una ecuacion de grado 1, con una incognita
y se llama de primer grado.

2 — La expresion 4 -x = 3x2 + 5 es una ecuacién con una incégnita, de grado 2,
o de segundo grado.

3 — La expresion (x + 2)(x+3) ) 0 es una ecuacién de segundo grado porque
operando obtenemos: x? + 5x + 6 = 0.

4 — La expresion t(t+1)? = 3(t — 7) es una ecuacion de grado 3, pues operando
queda t3 + 2t> — 2t +21 =0

Una ecuacién de segundo grado tiene a lo mas dos raices. En los siguientes

ejemplos podemos ver algunas de las situaciones que podemos encontrar.

Ejemplo 1:

a) 4x? = 400, mediante operaciones algebraicas obtenemos: x? = 10? y aqui

recordamos la propiedad de los numeros Vx? = |x|,con lo cual obtenemos:
x1= 10 y x2= - 10, que son las dos soluciones de la ecuacion cuadratica.
b) 21 x? = 400, completamos mediante operaciones algebraicas para obtener

20v21

, 400 400 . .
las raices: x; = ST Y X2 = /? y racionalizando resulta: x; =

20v21
21

Xy =
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Ejemplo 2:

t(t-10) = 0, observamos que el primer miembro es un producto de dos factores:
tyt—10. Si el producto de dos factores es cero, uno de los factores es cero. En
nuestro caso: t(t-10) = 0, implicat = 0 6 t-10=0, de donde se obtiene, t=0 ¢ t=10.
Por lo tanto, las raices buscadas son: t1= 0y t2=10.

Ejemplo 3:

x?+10x+8=0, en este caso no es sencillo despejar la incognita para
encontrar las raices, debemos aplicar la formula para resolver ecuaciones de

segundo grado. Considerando la ecuacion general de segundo grado (2), las
soluciones se encuentran usando la formula:

. __ —b+Vb?-4ac

A1,2 T

3)

Identificamos los coeficientes a, b y ¢ de la siguiente manera: a el coeficiente
del término cuadratico, b coeficiente del término lineal y ¢ el término
independiente. En este ejemplo: a= 1, b=10y c=8

2a

Reemplazando los valores en la ecuacion 3, se obtienen las raices de la
ecuacion cuadrética del ejemplo: x1=-0,88 y x2=9,12

ax’?+bx+c=0 Sumamos a ambos miembros - ¢
ax?+bx = —c Multiplicamos a ambos miembros por 4a
4a’x? + abx = —4ac Sumamos a ambos miembros b2

4a’x? + abx + b?> = b2 —4ac  El 1° miembro es un trinomio cuadrado perfecto

(2ax + b)? = b? — 4ac Aplicamos raiz cuadrada a ambos miembros
JQax + b)? = Vb2 — 4ac Por definicion de valor absoluto
|2ax + b| = Vb?% — 4ac Entonces

2ax +b = +Vb? — 4ac

En consecuencia, despejando x, tenemos la formula (3)

—b +Vb?% — 4ac
Y12 = 2a

El doble signo en la formula antes de la raiz cuadrada, nos porporciona las dos

soluciones que tiene una ecuacién cuadratica.
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Ejemplo 1: Encontrar las dos raices de la siguiente ecuacion de segundo grado

x?+x—6=0 aplicando la féormula (3), tenemos a = 1, b=1 y c =
reemplazando, obtenemos:

—1+,/12-41.(-6) —-1+V1+24 145
2.1 B 2 S22

Por lo tanto las soluciones son: x1= 2 y x2=-3

X1,2 =

Ejemplo 2: Encontrar las dos raices de la siguiente ecuacion de segundo grado

9x2 +6x +1 =0 aplicando la férmula (3), tenemos a = 9, b=6 y ¢ =1,
reemplazando, obtenemos:

_ —6+,/62—491) —6+vV36-36 —6+0
Y12 = 2.9 = 18 ~ 718

. 1
Las soluciones son: X1= X2= — 3

Ejemplo 3: Encontrar las dos raices de la siguiente ecuacion de segundo grado

x?—-2x+5=0 aplicando la férmula (3), tenemos a=1, b=-2 y c=5,
reemplazando, obtenemos:

2+ /(27— 415 2+VE-20 2416
12 = 2.1 = 2 T 2

Recordemos que la raiz cuadrada de un nimero negativo no tiene solucion real.

Analizamos cada una de las soluciones de los tres ejemplos. En el primero
observamos que tiene dos raices reales distintas, en el segundo, las raices son
reales e iguales y el Ultimo no tiene solucion real.

Por esto deben os analizar el radicando de la férmula (3), que es denominado
discriminante:

Sid<0 no existe solucion real
Entonces sead = b? — 4ac: {Sid >0 tiene raices reales distintas
Sid =0 lasraices sonreales e iguales
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Resumiendo:

axr+bhr+o=0
d=b —4ac
Selucion real Sin solucion real
d=0 ——
Reales = Iguales Reales y Distintas
d =0 o =

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejerciciol:
Dadaas las siguienes ecuaciones y sus soluciones, determinar a cual de las

ecuaciones corresponde cada solucion y determinar el grado que tiene cada

ecuacion
Ecuaciones:

a) 9=5y— 3 b) =~ =2x+5

c)6y+5=2y+7 d)3x2—6=(x+2)(x—3)
Soluciones:

a) -0,5 b) -3 c)2,4 d) % e)0 f)-1/2

Ejercicio _2: Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado, pero

previamente identificar si son o no completas:

a)2t?+4t—-6=0 D) t+7N)(Et—-1D+({+1)2=0 c)x2—x—-2=0
d@w+7)wv-3)=0 e)t?+4t=0 ft2—1=0

Ejercicio_3: Sin resolver las ecuaciones determinar el caracter de sus raices

(iguales, distintas, no reales)

a) 4x2+12x+9=0 b)2t? —4t+1=0 C)x?+4x+6=0
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Ejercicio_4: Utilizando el discriminante, decir qué tipo de soluciones tienen las

siguientes ecuaciones:
x 2
a)x?2—4x+3=0 b)(;) —-x—3=0 C)x?—2x+14=0

d)x2—v/2x—-4=0

Ejercicio 5:
a) Efectuar el producto de (x-4).(x-3)
b) Resolver la ecuacion x? —7x + 12 = 0
c) ¢Existe alguna relacion entre los coeficientes -7 y 12 con las soluciones x1=3

y X2=47?

Ejercicio 6:
Para la ecuacion x2 + bx + ¢ = 0 con b,c € R cuyas raices X1y Xz, demostrar que:
X1+X2=-by Xi1.X2=c¢C

Ejercicio 7:
El cuadrado de un nimero entero es igual al siguiente multiplicado por -4 ¢Cual es

el nimero?

Ejercicio 8:
¢, Cudl es el numero cuyo triple supera en dos a su cuadrado?
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2. 4 Ecuaciones con dos incégnitas

Hemos visto ecuaciones del tipo a x + b = 0 (de primer grado con una incégnita) y

ahora veremos ecuaciones de primer grado con dos incognitas, del tipo:
ax+by+c=0cona,b,ceR.

Tiene como solucién un par de valores (X,y) que la satisfacen. A este tipo de
ecuaciones también se las suele llamar ecuaciones lineales. La linealidad viene
dada porque ambas incognitas estan elevadas a la potencia uno y no se multiplican

entre si.

Ejemplos:
1.- x — 2y =0 es una ecuacion lineal en dos variables: x e y , tiene infinitas

soluciones, como ejemplo:
{x=4_{x=5_ {x=2_ {x=—4_ .
y=2'ly=5/2 ly=-1" ly=-2"°%°

También se pueden escribir en forma de pares ordenados (X,y): (4,2); (5,5/2);
(-25-1); (-45-2)

2- Al determinar las fuerzas F1 y F2> que actian sobre una viga, podemos encontrar
una ecuacion tal como 2F: + 4F2 = 200 que tiene como soluciones:

F,=1/2 ' |F, =10 °t¢
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Ejemplo:

Un comercio vende calculadoras aritméticas a $7.50 y cientificas a $18.00. Cierto
dia el comercio vendi6 16 calculadoras por un importe total de $193.50. ¢, Cuantas
calculadoras eran aritméticas?

Solucion:
Primero identificamos que hay dos tipos de calculadoras en venta, si llamamos
x a la cantidad de calculadoras aritméticas e y a la cantidad de calculadoras
cientificas, podemos traducir el problema al lenguaje algebraico de la siguiente
manera:

X+y=16
gue es el total de calculadoras vendidas y por otro lado el monto total vendido:

7.50 x +18.00 y = 193.50

Estas dos ecuaciones determinan el siguiente sistema:

{ x+y=16 1
7,50x + 18 y = 193,50 (1)

Resolverlo, significa encontrar valores para las incognitas x e y que satisfagan
simultaneamente las dos ecuaciones.

Entonces, se despeja x 6 y de la primera ecuacion (es indistinto), por ejemplo:
x=16—-y (2)

A esta expresion la colocamos en la x de la segunda ecuacion, de la siguiente
manera:

7,50 (16 — y) + 18 y = 193,50
Operando algebraicamente:
12010,50y = 193,50 = y = 7, llevando este valor a (2) obtenemos x = 9

Esta es la solucion al sistema, para poder estar seguros debemos verificar los
valores en ambas ecuaciones de (1), entonces:

{ 9+7=16
7,50.9 + 18.7 = 193,50

Por lo tanto, el par (x,y) = (9,7) es la solucion matematica al sistema.

La respuesta al problema es: El negocio vendi6 9 calculadoras aritméticas.
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2 .5 Sistemas de ecuaciones y resolucion de problemas

Los sistemas lineales aparecen frecuentemente en situaciones de la fisica, quimica,
ciencias naturales, etc. como también en ciencias humanas y sociales, (economia,
psicologia, sociologia).

Hay métodos convencionales de resolucion de sistemas lineales: Sustitucién,
Eliminacién (o Reduccidén por suma o resta) e Igualacién. Estos métodos se
basan en una secuencia de operaciones elementales. Ademas hay otros métodos:
Gauss, Regla de Cramer (o Determinantes) .

Otra cuestion para resaltar es que a los sistemas sencillos de dos y tres variables
por lo general es mas facil de resolverlos por los métodos convencionales, pero
para un sistema de mas de tres variables es conveniente utilizar otros métodos.
Repasaremos dos métodos de resolucion de sistemas lineales de dos ecuaciones
con dos incégnitas. Resolverlos, es encontrar la solucion, es decir, el valor de las
incoégnitas, para ello se siguen ciertas técnicas que dependen de la situacion de
cada sistema, pues cualquier método de resolucién de sistemas es valido, ya que

proveen la misma solucion.

2.5.1 Método de Sustitucién

Como su nombre lo indica, se despeja una incégnita de una de las ecuaciones y se
sustituye en la otra, es la manera mas natural de resolver un sistema.

Los pasos a seguir para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
son:

1.- Elegimos una de las ecuaciones para despejar una de las incognitas en términos
de la otra, en general, es la incognita mas facil de despejar.

2.- Sustituimos la expresiéon obtenida en la otra ecuacion y nos queda una ecuacion
en una incognita y se resuelve.

3.- Luego, llevamos este resultado a la ecuacion despejada en el paso 1 para
obtener la otra incégnita.

4 .- Verificar la solucién obtenida en ambas ecuaciones.
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Ejemplo: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

{2x+3y=1
2x —6y =2

Paso 1. Después de observar ambas ecuaciones, podemos despejar y de la
primera ecuacion:

1-2x

2x+3y=1->y= . Q)

Paso 2: Reemplazamos ahora en la segunda ecuacion:

Nos queda una ecuacién de primer grado en una incognita, cuya solucion es:
x=2/3

Paso 3: El y correspondiente lo obtenemos sustituyendo este valor de x en (1):

1-4/3 1

2
2(§)+3y=1 - y=— 5

Por lo tanto la probable solucién es: (x, vy) = (g, —%)
Paso 4: Sustituimos (2/3, -1/9) en ambas ecuaciones, para verificar que es

solucion:
2 1
2 +3(=9 =1

5 1 Operando se obtiene
2() —6(=3) =2

. . .z 2 1
Como se verifican ambas ecuaciones, la solucion es: (xq, yo) = G =3

Resumiendo: Dados a1, a2, b1, b2, c1, c2 € R, hemos analizado sistemas de tipo:

(1)

Resolver el sistema de ecuaciones (1) es encontrar el par ((xy,y,) que sera solucion

{alx +by=c
a,x + b,y =c,

del sistema si y sélo 9si, verifica ambas ecuaciones simultaneamento, es deicr:

{a1x0 + b1yo = ¢4 2)
ayxo + byyo = ¢

El sistema (1) puede tener una o infinitas soluciones 6 no tener solucién alguna.

Estos resultados podemos resumirlos en el siguiente cuadro:
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Sistemas de Ecuaciones Lineales

—

Sistemas compatibles o Sistemas incompatibles
consistentes o inconsistentes

A No tiene solucidn

Solucidn Unica o Infinitas Solucidn o
Sistema determinado Sistema indeterminado

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

4x — 3y = 24
a) {3x+2y=78 b) ){3x+2y=14
4x +y =54 x_y 2x+y =28
5 4
4x —3y =12 —3x+7y=4 2% — 5y =
d){x y ol 5 7 f){ x—5y =3
6x +5y =-1 —Ex+§y=4 3x — 5y =-10
{ 2x—y=1 h{ x—2y=-4
)4x—2y—4=0 )3x—6y+12=0

Ejercicio 2: El predio donde se instalara una planta de molienda de nueces es

rectangular. El perimetro del predio mide 17000 cmy el largo mide 100 dm mas

gue el doble del ancho. Se quiere averiguar cuales son las medidas en metros

del predio.

Ejercicio 3: La suma de dos numeros es 81 y la diferencia del doble del primero

y el triple del segundo es 62 ¢ cudles son esos nimeros?

Ejercicio 4: Se necesitaron 30 km de cerca para cercar un predio de una planta

gue es rectangular. ¢Cuales son las dimensiones del predio si se sabe que la

diferencia entre la longitud y el ancho es de 5 km?
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2.5.2 Método de Reduccion por suma o resta o de Eliminacion

Recordemos que dos sistemas son equivalentes si tienen el mismo conjuntos
solucion.

El método de reduccion consiste en transformar el sistema dado en uno
equivalente. En esencia consiste primero en ver si alguna de las incognitas tiene el
mismo coeficiente en ambas ecuaciones, si no es asi se trata de acomodar para
gue asi lo sea. Luego, restando o sumando miembro a miembro las ecuaciones, se
obtiene una ecuacion con una incognita menos, esto quiere decir que se redujo el

namero de incégnitas, de alli el nombre de reduccion o eliminacién.

Los pasos a seguir son:

1.- Preparamos ambas ecuaciones, multiplicando (dividiendo) por una constante
(nimero) adecuada para que una de las incégnitas tenga el mismo coeficiente,
salvo signo que puede ser positivo (0 negativo), en ambas ecuaciones.

2.- Restamos (0 sumamos), segun signo del coeficiente, miembro a miembro
ambas ecuaciones y con ello desaparece una incégnita, asi reducimos el nimero
de ecuaciones, en nuestro caso a una ecuacion.

3.- Resolvemos la ecuacién obtenida.

4.- Luego a este resultado lo llevamos a cualquiera de las dos ecuaciones iniciales

para obtener la otra incognita (0 podemos emplear la misma técnica para despejar

la otra incognita).
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5.- Verificar la solucién obtenida, en ambas ecuaciones.

Ejlemplo: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones

{3x+y=7
3x—-5y=1

Observando el sistema podemos ver que x tiene el mismo coeficiente en ambas
ecuaciones, por lo tanto, restando miembro a miembro obtenemos:

( 3x+y=7
U 3x - 5y=1
Ox+y—(-5y)=7-1
Entonces: 6y = 6, de aqui se deduce que y = 1, reemplazando y en la primera
ecuacion 3x +1 =7, 3x = 6, entonces x = 2

3x+y=7:{3.2+1=7
3x-5y=1 32-51=1

Verificacic’)n:{

Por lo tanto, la solucion Unica es: (xq y,) = (2,1)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio_1: Resolver los siguientes sistemas por el método propuesto en este

punto.
3x—y=7 2x+3y =7
a) {2x+3y=1 b){—Zx—2y=4
1
5x —y =12 2x+zy=0
Y A d) y
xt+y 3x—4y =——

2

Ejercicio 2: Dos amigos fueron de visita a una granja en la que habia pavos y
corderos. Al salir uno de ellos le pregunto al otro ¢ Cuantos pavos y corderos habia?

Averigualo le dijo el otro, vi 72 ojos y 122 patas.
Ejercicio 3: Un galpon de empaque de fruta, tiene camaras con un solo motor y
otra con dos motores. Tiene un total de 50 camaras y 87 motores ¢ cuantas camaras

de cada tipo tiene?
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Ejercicio 4: Una planta de tomates vende las latas al costo a $8 cada una, pero a
los empleados de la misma se les hace un descuento de $2. En una tarde se
vendieron 525 latas y recaudaron $358 ¢ Cuantas latas vendi6é de cada tipo?

Ejercicio 5: El perimetro de un triangulo isosceles es de 18 cm. Cada uno de los
lados iguales es 3 unidades mayor que la base ¢ Cuales son las medidas de los
lados en metros?
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2.6 ¢Como plantear y resolver Problemas?

Hasta ahora hemos visto problemas sencillos, de aqui en adelante veremos gran
cantidad de problemas resueltos para que tengamos al menos una base y técnicas
para resolverlos.

En los problemas se plantean la o las ecuaciones que relacionan los datos con las
incognitas. Lo dificil es identificar la informacién que lleva a la ecuacion que se debe
resolver, esto se debe a menudo, a que parte de la informacién se infiere, pero no
esta explicitamente establecida.

A continuacion, se muestra la forma en que se utilizan las expresiones algebraicas
para plantear y resolver ecuaciones lineales y /o cuadraticas en alguna de sus
aplicaciones. Son ellas y sus soluciones de gran importancia en casi todos los

campos de la tecnologia e ingenieria y de la ciencia en general.

2.6.1 Pasos utiles pararesolver problemas

1) COMPRENDER EL PROBLEMA

2) CONCEBIR UN PLAN

3) EJECUTAR EL PLAN

4) EXAMINAR LA SOLUCION OBTENIDA

1.- COMPRENDER el problema:

* Leer el enunciado. Sefalar cuales son los datos, qué es lo que se conoce del
problema.

* Elaborar, si es necesario, un mapa conceptual o un esquema de la situacion.

» Encontrar la relacion entre los datos y las incognitas.

* Introducir una notacion adecuada.

* Si hay alguna figura relacionada con el problema, dibujar.

En sintesis, debemos plantearnos las siguientes preguntas:

¢, Cual es la incégnita? ¢ Cuales son los datos? ¢,Cual es la condicién que relaciona
los datos con las incognitas? ¢Es la condicion suficiente para determinar la
incognita? ¢ Es insuficiente?

¢ Es redundante? ¢ Es contradictoria?
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[I.- CONCEBIR un plan:

“Se tiene un plan cuando se sabe, al menos a grosso modo, qué célculos, qué
razonamientos o construcciones se han de efectuar para determinar la incognita”.
Para concebir un plan se debe tener claro si los conocimientos son suficientes, ya
que es imposible resolver un problema si se desconoce por completo el tema del
cual trata.

Con frecuencia es adecuado abordar un problema planteando las siguientes
preguntas:

¢Hemos resuelto un problema semejante? o ¢Hemos visto el mismo problema
planteado en forma ligeramente diferente? ¢ Conocemos un problema relacionado
con éste?.

Si no se puede resolver el problema propuesto se trata de resolver primero algun

problema similar mas sencillo que aporte informacion para el nuestro.

[ll.- EJECUTAR el plan:

Esta etapa también hay que plantearla de una manera flexible, alejada de todo
mecanicismo.

Se debe tener presente que el pensamiento no es lineal, que necesariamente se
van a producir saltos continuos entre el disefio del plan y su puesta en practica. Al
ejecutar el plan se debe comprobar cada uno de los pasos. ¢Se puede ver
claramente qué cada paso es correcto?

Antes de hacer algo se debe pensar. ¢qué se consigue con esto? Se debe
acompafiar cada operacién matematica de una explicacion contando lo que se hace
y para qué se hace.

Cuando tropezamos con alguna dificultad que nos deja bloqueados, se debe volver

al principio, reordenar las ideas y probar de nuevo.

IV.- EXAMINAR la solucion obtenida:

Supone:

Leer de nuevo el enunciado y comprobar que lo que se pedia es lo que se ha
averiguado. Se debe poner atencién en la solucion. ¢ Parece l6gicamente posible?
¢ Es posible comprobar la solucion? ¢ Es posible encontrar alguna otra solucion?
Siguiendo estos cuatro pasos se puede tener una buena idea y base para pensar

acerca de como encarar distintas situaciones problematicas y adquirir mas
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habilidad para resolverlos no solo aqui, sino nos seran utiles cuando se nos

presenten a lo largo de la carrera y por lo tanto estaremos mejor preparados.

Eiemplo 1: Un lado de un triangulo isésceles mide 3 cm menos que la suma de
los dos lados iguales. El perimetro es de 33 cm. ¢ Cuanto mide cada lado?

Solucion:

|.- COMPRENDER el problema

a) Primero leemos el problema y determinamos que nos pide. Es decir, ubicamos
cual o cudles son las incognitas e introducimos la notacién, por ejemplo x. Acé
representa la longitud de uno de los dos lados iguales del triangulo e y al lado
desigual.

b) Consideramos los datos

Uno de los datos es que el lado desigual mide
3 cm menos que la suma de los lados iguales,
Es decir: y-2x=3

Otro dato que el perimetro es de 33 cm, 0 sea:
2X+y=33

II.- CONCEBIR el plan:
De acuerdo al punto I, vemos gque obtuvimos dos ecuaciones con dos incognitas

{—2x+y=3
2x+y =33

lll.- EJECUTAR el plan:
Es resolver dicho sistema de ecuaciones por cualquier método.
Obtenemos x =9 e y = 15, que es la solucion matematica del sistema.

IV.- EXAMINAR la solucion obtenida:

Verificamos que la solucion mateméatica es la solucion del problema: Segun la
notacion que adoptamos los lados iguales miden 9 cm vy el tercer lado 15 cm,
luego el perimetro, que es la suma de las longitudes de los tres lados, es: 9 + 9 +
15 = 33, como se verifica el resultado, entonces x = 9cm ey =15 cm, es la
solucion del problema. Finalmente,

Respuesta: Las longitudes de los lados del triangulo son: 9 cm, 9 cmy 15 cm.
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Ejemplo 2: En una embotelladora de jugos han preparado 60 litros de jugo de
anana con el 10% de jugo puro de fruta, pero el laboratorista se da cuenta que
hubo un error ya que la concentracion de jugo puro debe ser del 20% ¢ Cuanto
jugo puro de anané deben agregarle para que el refresco contenga el 20% de
dicho jugo puro?

I- Comprender el problema

* Lectura comprensiva del texto

* ¢, Cual es la incognita?.

Cantidad de jugo de anana que deben agregarle a los 60 litros de refresco para
gue resulte uno con el 20% de jugo puro de anana.

* . Cuales son los datos?

60 litros de refresco de anana con el 10% de jugo de fruta.

II- Concebir un plan.
Sea “x” la cantidad (medida en litros) de jugo de anan& que debe agregarse.
Hacemos una tabla que representa las relaciones entre los datos y la incégnita:

Tengo Agrego jugo Obtengo
puro
Cantidad en litros 60 [lts] X [Its] 60+x [Its]
de refresco
Concentracion de 10% 100% 20%
jugo  puro de
anana

Cantidad de Jugo | 10% de 60 [lts] | 100% de x [lts] | 20% de (60 + x) [lts]
de puro de anana = 6 [lts] = X [lts] = 0,2 (60+x) [Its]
en litros

El aspecto clave para convertir la informacion de la tabla en una ecuacion, es
observar que la cantidad total de jugo puro de anan& en la nueva mezcla debe
ser igual a la que contenia, mas la que se agrega:

lll- Ejecutar un plan.
Resolviendo la ecuacién planteada obtenemos:

124+ 02x =6+ x
12 -6 =x—0,2x
08x=6

x=08=7,51itros

Respuesta: Se debe agregar 7,5 litros de jugo puro de anana para que el
refresco tenga una concentracion del 20%

0,260+ x) =6+«
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Ejiemplo 3: Una maquina tiene una masa de 17 kg. Si estd compuesta por dos
partes y una de ellas pesa 3 kg mas que la otra ¢cuales son las masas
respectivas?

Solucion:

El problema no pide calcular la masa de cada una de las partes que integran la
maquina.

Sea mi, la masa de la parte mas liviana, con lo que hemos establecido una de las
incoégnitas (podriamos haber representado con esta letra a la parte mas pesada o
podriamos haber elegido otra letra).

Ademas, como “una de ellas tiene una masa 3 kg mas que la otra”, podemos
escribir:

mz - m1 == 3
Como las dos masas juntas pesan 17 kg, tenemos:

mz + m1 == 17
Entonces despejamos mz de la primera ecuacion y la ponemos en la segunda:

m2:m1+3
m1+3+m1:17
2m, =17 — 3
2m, = 14
14
m1=7=7kg

Reemplazando mi en la primera ecuacion

m,=7+3=10kg

Respuesta: La maquina mas liviana pesa 7 kg y la mas pesada 10 kg.
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Eiemplo 4: Una solucién de alcohol y agua contiene 2 Its de alcohol y 6 Its de
agua ¢cuanto alcohol puro se debe afadir a esta solucién para que la solucion
resultante tenga 2/5 de alcohol?

Solucién:

Llamamos x al numero de litros de alcohol que debemos afiadir a la solucién cuyo
volumen es d 8 It.

La cantidad final de alcohol que tendremos sera: 2 + x y el volumen de la mezcla
resultante sera: 8 + x. Por lo tanto, el volumen de alcohol final comparado con el
volumen total correspondiente de la mezcla debe ser 2/5. Esto significa que:

2+x_2

8+x_§

Entonces:
5(2+x)=2(8+x)
10+ 5x =16 + 2x
5x—2x =16 —-10
3x=6

Respuesta: Se debe afiadir 2 litros de alcohol a la solucion.
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NACIONAL

POLINOMIOS

Para trabajar eficazmente en mateméticas debemos operar convenientemente

con expresiones algebraicas, de modo que se transformen las expresiones en otras

idénticas, pero mas faciles de manejar.

El objetivo de este capitulo es:

Adquirir destrezas para conseguir identidades que resulten mas
convenientes.

Recordar las identidades notables: cuadrado de una suma, cuadrado de una
diferencia, diferencia de cuadrados.

Recordar las operaciones con polinomios.

Aprender que la regla de Ruffini no sélo sirve para dividir un polinomio por
X — a, sino que también es util para evaluar polinomios.

Descomponer los polinomios en factores cuando sus raices sean enteras.
Aprender que una fraccién algebraica es el cociente indicado de dos
polinomios y que se comportan de forma similar a las fracciones numéricas.
La ejercitacion estara destinada a adquirir practica en el manejo y
comprension de la factorizacion, de las operaciones con polinomios y de las

operaciones con expresiones algebraicas fraccionarias.

Repasemos algunos conceptos basicos:

Variables o indeterminadas: se llaman asi las letras que se utilizan en los

polinomios, usaremos fundamentalmente una X, Si necesitamos mas usaremos: vy,

Z t...

Constantes: son nUmeros o expresiones que representan nimeros y acomparian

a las variables, para ellas se usan las primeras letras del alfabeto: a, b, c...

Monomios: son expresiones algebraicas en la que las variables estan
multiplicadas entre si y/o por constantes
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Ejemplos: x2y; §x3; —/5xyz?; 2at?; —5x

La constante de los monomios se llama coeficiente, en los ejemplos anteriores,

son coeficientes: 1, 1/3, -V/5, 22, -5, respectivamente. La o las variables, de un
monomio se la llama parte literal del monomio. El grado de un monomio estéa dado
por el numero de factores literales y se obtiene sumando los exponentes a los que

estan elevadas las variables.

es de grado 3 o tercer grado
es de tercer grado
es de cuarto grado

es de segundo grado

es de primer grado

Las constantes son monomios de grado cero, sea k cualquier constante, entonces
k=k.1=kx?

Dos monomios del mismo grado, con las mismas variables elevadas a las
mismas potencias, son semejantes.

. . 1 . .,
Asi los monomios 3x2y3y —Ex2y3 son semejantes, también lo son 2x° y ax>. No

son semejantes a estos ultimos ninguno de los anteriores, a pesar que todos tienen
igual grado.

Es inmediato sumar o restar monomios semejantes:

Ejemplos: 2x3+4x3 = (2 +4)x3 = 6x3

7x* —3x* = (7 — 3)x* = 4x*
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La suma de monomios no semejantes: por ejemplo: 5x + 3x? nunca es otro

monomio, en este caso particular la suma nos da un binomio.

Un binomio es la suma de dos monomios no semejantes, un trinomio, de tres
y en general un polinomio es la suma algebraica de cualquier nimero de
monomios no semejantes (en particular, un monomio también es polinomio)

3.1 Polinomios

Ejemplos: a) 3xy? —2x?y +y

b) x>+ 3x2 —3x + 2

En adelante, trabajaremos solamente con polinomio en una sola variable, como
el polinomio del ejemplo b). Este polinomio es suma de cuatro monomio no
sememantes: x°; 3x%;3x y 2. Los coeficientes de estos monomios, llamados
también coeficientes del polinomio son: 1, 3, -3y 2. Los grados de estos monomios
son 5, 2, 1y 0, respectivamente.

El grado del polinomio es el mayor de los grados de los monomios que lo forman.
En este caso el polinomio es de grado quinto (5).

En forma general diremos que:

Un polinomio en una variable real es un expresion algebraica de la forma:

P(x) = apx™ + ap_ X" Tta,_,x" 2 + o taxt + ag

Donde: ay,aq,.....,ay,—2, an_1,a, SON constantes, llamadas coeficientes del
polinomio n>0 es un nimero entero y x es la variable

Si an #0 es este el coeficiente principal y n el grado del polinomio.

A los monomios sumandos de un polinomio se los llama términos del polinomio.
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Ejemplos: A(x) = 3x*+x—1; B(x) =x*—7x3 +%x; Clx) =nx+32

D(x) =-28; E(x)=0

A(x),C(x),D(x) y E(x) son olinomios completos porque estan todas las potencias
decrecientes de x, B(x) es un polinomio incompleto porque faltan los términos del
segundo y de cero grado. B(x) se puede completar agregando los términos que

faltan con coeficientes iguales a cero:
1
B(x) = x* — 7x3 + 0x? +§x+0

El polinomio A(x) es de segundo grado, los coeficientes son: 3, 1y -1; y el
coeficiente principal es 3. En B(X), los coeficientes son 1, -7, 0, %%, 0; el coeficiente
principal es 1 y el polinomio es de cuarto grado. C(x) es un polinomio de primer
grado, con coeficiente 7, Y2 y el coeficiente principal es . D(x) es un polinomio de
grado cero, tiene un Unico coeficiente, que es también coeficiente principal y es -28
y por ultimo E(x) es el polinomio cero, que es el Unico polinomio al cual no se le
asigna grado, ya que no tiene ningun coeficiente distinto de cero.

De lo anterior se deduce:

Todo polinomio de grado n tiene n + 1 coeficientes

3.2 Operaciones con polinomios

De aqui en adelante podremos observar la gran similitud que existe entre las

operaciones con polinomios y las operaciones con nimeros enteros.

3.2.1 Sumay resta

Para sumar dos 0 mas polinomios se agrupan los monomios semejantes. A la resta

de dos polinomios la transformamos en suma, sumando al minuendo el opuesto del

sustraendo.
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Ejemplos: Sumar y restar los siguientes polinomios:
P(x)=3x4+%x3—4x2+%x+1 Q(x)= x*—x3+3x-5

La forma practica de sumar o restar es ubicando los polinomios uno debajo
del otro, de manera que los términos semejantes queden en columna:

Suma: P(x) = 3x4+%x3 — 4x? +%x+1
Qx) = x*— X3 +3x—-5
P(x) + Q(x) =4x4—%x3—4x2+%x—4

P(x) = 3x4+§x3—4x2+%x+1
-Q(x) = x*—  «x8 +3x—5
P(x) — Q(x) =2x4+§x3—4x2+§x+6

EJERCICIOS PROPUESTOS
Ejercicio 1: Sean P(x) = x* —2x34+3x2+3;Q(x) = 3x3+ 5x2—11yR(x) = 0
Determinar: a) el grado de cada polinomio y sus respectivos coeficientes.
b)S(x)=P(x)+Q(x)
C)T(X)=P(x)-Q(x)
d)U(X)=P(x)+R(x)
e) el grado de S(x), T(X) y U(x)

Ejercicio 2: Calcular los valores de a, b, c y de para que se cumpla:

a) (Bx?—4x3+2x—-5)+@+ax+bx?+cx3+dx*) =5x*-3x2+x-9
b) (3x? —6x5+7x3—7x) — (dx®> —7x3+cx? +bx+a) = 2x%2 —x + 3

Ejercicio 3: Efectuar las operaciones inidcadas y reducir la expresion resultante:

a) 3(x3 —5x+7) —4(x3+5x2 + 10x — 1) b) 8 [3(x4+2) N 3x2+5 B 1]
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3.2.2 Multiplicacion

El producto de dos monomios es otro monomio con coeficiente igual al
producto de los coeficientes de los factores y el grado es suma de los grados de

los factores

5x3.(—=2x%) = —10x° %x. 8x = 12 x?

En la multiplicaciébn de un polinomio por un monomio, aplicamos la propiedad

distributiva del producto respecto a la suma.

Ejemplos:

(3x3 —%xz + 5x — 2).%x2 = %xs — 10 x* +§x3 — x?

Ahora si, estamos en condiciones de multiplicar polinomios y lo hacemos aplicando

reiteradamente la propiedad distributiva, es decir, se multiplica cada término de uno

por cada término del otro.

Una manera practica de realizar la multiplicacion de polinomios, efectuando los

calculos de manera ordenada y segura es la siguiente:

Ejemplos:
2x2—x+5)(x+2)=2x*(x+2)—x(x+2)+5(x+2) =

2x3 +4x% —x? —2x +5x+10 =2x3+3x%2+3x+ 10

Ejemplos:

2x* — 5x3 —2x+3
X x> — x +2
2x® — 5x° —2x3 + 3x?
—2x° — 5x* + 2x?% — 3x
4x* — 10x3 —4x+6
2x6 — 7x5 4+ 9x* —12x3 +5x2—-7x+6
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3.2.3 Identidades Notables

Estas identidades son importantes, las encontramos frecuentamente en los

calculos, por ello se acostumbra llamarlas notables.

e Cuadrado de un binomio

(a+b)2=(a+b)(a+b)=ala+b)+b(a+b)=a?+ab+ ba+ b?
= a® + 2ab + b?

e Cubo de un binomio
(a+ b)3 = (a+b)*(a+b) =(a?+2ab + b?*)(a+b)
=a?(a+b) + 2ab(a + b) + b*(a + b)
= a® + a®b + 2a?b + 2ab? + b%a + b3a® + 3a?b + 3ab? + b3

e Suma por diferencia

(a—b)(a+b) =ala—>b) +b(a—>b) =a®—ab+ ba + b?> = a* — b?

Para recordar: (a+b)? =a®+ab + b?

(a+ b)® =a®+ 3a’b + 3ab? + b3

a’ —b?>=(a-b)(a+b)

Las identidades notables son utiles en la factorizacion de polinomios, sirven para

transformar una expresién algebraica en otras mas sencillas.

Ejemplo 1:

(x+3)2-(x—-1)2=((x*+6x+9) - (x>—-2x+1)=6x+9+2x—1=8x—-8 =
8(x—1)

Ejemplo 2:

x?—12x + 36 = (x — 6)?
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: Calcular:
a) (2ax?+5)3 b) 9x°© —i ) (x*+x+1)(x—4)

d2x3—x+1Dx*+x—-1) e) (2x3 —3x2+5x —2)(x> —x —2)

Ejercicio 2: Si el polinomio A(x) es de tercer grado y B(x) es de segundo grado
¢cual es el grado de A(x).B(x)?

Ejercicio 3: Completar la siguiente multiplicacion
X+ x +_
x —

_ x?—14x —

X3+ 77X+ «x

2x3+3x%2— 8x— 12

Ejercicio 4: Desarrollar las siguientes expresiones:

a) (2x- %)2 b) (2x - %)3 c) 3x — 2)(3x + 2)

d(x+v2)(x—v2) e) (x2+25)(x2-25) f) (—§x3 - 3)2

2

Ejercicio 5: Factorear (es decir, expresar como productos)
a)x? —6x+9 b)16x? — 49 c)x?-3

d)x3 —3x2+3x—1 e)%—x2 f)%+x+x2
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3.2.4 Division de polinomios

El cociente de dos monomios, uno de grado m y otro de grado n, con m>n, es otro
monomio, cuyo grado es la diferencia de los grados y el coeficiente se obtiene
dividiendo los coeficientes de los monomios dados, es decir:

a
ax™: bx™ = Ex

m-—-n

Ejemplo 1:

a)3x%:2x% = gx“ b)(—8x%):4x3 = —2x

Recordemos como se procede en la division de dos polinomios.

Ejemplo 1: Dividir
P(x)=2x3—x+5x*+1 por Q(x)=x%-2x-3

Para ello debemos ubicar los polinomios de la siguiente manera
S5x*+ 2x3+ 0x2—x+1 | xr=2x=3
-5x*+ 10x> + 15x2 5x2 + 12x + 39
12x3 + 15x% — x COCIENTE
-12x3 + 24x? + 36x
39x2 4+ 35x 4+ 1
-39x2% + 78x + 117

aan . A AN~

RESTO

Pasos realizados:
1) Ordenamos segun las potencias decrecientes el dividendo y el divisor.

Completamos el dividendo.
2) Para calcular el primer término del cociente, dividimos el término de mayor

grado del dividendo por el término de mayor grado del divisor:
5x* + x? = 5x?
3) El producto de 5x2 por Q(x) (divisor), se coloca bajo el dividendo y se resta.
4) El primer resto parcial es 12x3 + 15x2, bajamos el término: -x, a partir de

agui procedemos a repetir lo realizado en los pasos 2y 3.
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5) Detenemos el proceso cuando el grado del resto es menor que le grado del
divisor. En nuestro caso tenemos:
C(x) =5x?>+12x+39 yR(x)=113x + 118
En la division anterior, hemos dividido dos polinomios: el dividendo P(x) y el divisor
Q(x), obteniendo dos polinomios: el cociente C(x) y el resto R(x). Luego, aplicando

la definicion de cociente, tenemos:

P(X) LQ(X) de donde se puede decir: P(x)=Q(x).C(x)+R(x)
R(x) C(x)
O bien, dividiendo ambos miembros de la igualdad anterior por Q(X)
Px) _ R(x)
6 BT

Una cuestion importante para recordar es que el resto R(x), es un polinomio de
grado menor que el grado del divisor Q(x), 0 es cero. Segun esto, el resultado de la
divisién en general no es un polinomio. Veamos esta afirmacion aplicada al ejemplo
anterior:

P(x)_5x4+2x3—x+1_5 2 1 12 +39+113x+118
0 x2-2¢-3 % x x2 —2x—3

Observando la expresion, vemos que el grado del cociente es la diferencia de los

grados del numerador y del denominador, el grado del resto es menor que el del
denominador. El Gltimo término es una expresién racional que se suma al cociente,
luego la expresion anterior no es un polinomio.

A la division entre polinomios, se la llama divisién entera, cuando el resto es
distinto de cero.

Cuando el resto es cero, la division es exacta.

Ejemplo 1: Division exacta

(6x° + 7x3 — 12x% + 2x — 8): (3x2 + 2)

El cociente es el polinomio 2x3 + x — 4 y el resto es cero, por lo tanto

6x° + 7x3 —12x% +2x — 8

=2x3+x—4
3x2+ 2 T

Podemos afirmar que cuando la division es exacta el cociente es un polinomio.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: En una divisiébn de polinomios, el dividendo es de cuarto grado y el
divisor de segundo grado.

a) ¢Cual es el grado del cociente? b) ¢ Qué puede decir del grado del resto?

Ejercicio 2: Calcular las siguientes divisiones

a)

5x+7 ) x24x+5 ) 5x%—4 d) x*+3x24+2x+3 e) 2x3-x+14
x24+x+1 x+1 x2—4x+1 x+2

5x

Ejercicio 3: ¢ Cuanto deben valer m y n para que la siguiente division:
(x*—x3+5x2+mx+n)+ (x*+3x—1)

a) Sea exacta? b) Tenga resto %x -3

3.2.4.1 Divisién de un polinomio por x —a

Los polinomios, en similitud con los nimeros enteros, se pueden descomponer en
producto de factores, luego, cada uno de esos factores divide al polinomio
exactamente.

El problema que se nos presenta es determinar esos factores, es decir:

Tenemos el polinomio P(X) ; ¢ Existira algin polinomio distinto de él mismo y de 1

tal que pueda dividirlo de modo que la division sea exacta?

Esta pregunta es dificil de responder en el caso general. Comenzaremos la
busqueda de esos divisores considerando polinomios especialmente simples, como
son los de la forma x — a. Para efectuar divisiones de este tipo disponemos de un

recurso practico y comodo conocido como la Regla de Ruffini
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3.2.4.2 Regla de Ruffini

Ejemplo 1: Dividir el polinomio 3x* — 2x3 + 5x — 1 por x-2 usando la regla de
Ruffini.

5 -1
16 42

21} 41

Resto

|

Coeficientes del cociente C(x) = 3x3 + 4x2 + 8x + 21

Los pasos seguidos son los siguientes:

1.

En la primera fila del cuadro anterior se colocan los coeficientes del
polinomio completo y ordenado segun las potencias decrecientes de X.

En la segunda fila, a la izquierda se escribe a, en este caso, 2.

3. En la tercer fila, se baja el coeficiente del término de mayor grado: 3 (éste

sera el coeficiente del 1° término del cociente)

Los otros numeros de la 2° y 3° fila se van obteniendo de la siguiente manera:
multiplicamos, 2.3=6 que va debajo del coeficiente del 2° término y en la 2°
fila y luego se suman, es decir, (-2)+2.3=4. Asi obtenemos el 2° coeficiente
del cociente, ubicado en la 3° fila.

2.4 + 0=28
Reiteramos el proceso {2.8 + 5 =21 hastaterminar.
221+ (1) =41

Este Ultimo nimero 41, es el resto de la division (naturalmente nos tenia que
dar un nimero porque el resto es siempre de menor grado que el divisor, por
lo tanto, en nuestro caso el grado del resto debe ser 0.

Ahora podemos armar el resultado de la division, el grado de éste es una
unidad menor que el grado del dividendo puesto que estamos dividiendo por
un polinomio grado 1: por lo que el cociente es C(x) = 3x3 + 4x? + 8x + 21
y R(X) =41.

Observacion: La regla de Ruffini la podemos aplicar sélo cuando dividimos un

polinomio P(x) por otro de la forma x-a, el cociente C(x) obtenido, es un polinomio

de grado menor en una unidad al de P(x) y el resto r es una constante.
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Al dividendo lo podemos escribir de la siguiente manera:
3x* —2x3 +5x—1=(x—2)(3x3 +4x% + 8x + 21) + 41

Dividiendo ambos miembros de la expresion anterior por (x-2), podemos expresar

el cociente:

3x*—2x34+5x—-1 s 5 41
=3x°+4x“+8x+ 21+ ——
x—2 xX—2

Se observa que el cociente anterior no es un polinomio.
En una division exacta el Ultimo término no aparece porgque el resto es cero,

entonces, en este caso, el cociente nos da un polinomio.

Ejemplo 2: Dividir el polinomio x3 + 4x? + 16x + 39 por x+3 usando la regla de
Ruffini.

16 39
-3 -3 -39
1 13 0 r=0

Coeficientes del cociente C(x) = x? + x + 13

Criterio_de divisibilidad de polinomios: Si un polinomio tiene coeficientes
enteros, para que sea divisible por x-a es necesario que su término independiente
sea multiplo de a.

Por lo tanto, para determinar expresiones x-a que sean divisores de un polinomio
con coeficientes enteros, se deben asignar valores al numero a que dividan al

término independiente.

Ejemplo 3: encontrar los divisores del polinomio x?+x—2 el término
independiente es -2, entonces sus divisores son: 1, -1, 2y -2. Probamos con a=1
y dividimos por x-1 usando la regla de Ruffini.

1 1 -2
1 2
1 2 O=r

Como el resto es cero, la division es exacta. Luego x2 +x —2=(x—1)(x +2) 0
x2+x—2
x—1

=x+2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: Usar la regla de Ruffini para determinar el cociente y el resto de las
siguientes divisiones:
a) (x2—2x24+7x)+ (x—2) b) (6x3 —x +x*—10) + (x + 3)

—3x3+5x2—3x—3)+(x+§)

O)x*+x3+x2+x+1)+(x+1) d)(%x4 - - -

Ejercicio 2: ¢Cuanto debe valer m para que al dividir x3 — 2x? + mx — 15 por x-3

la division sea exacta?

3.3Teorema del resto

El resto de la division de un polinomio P(x) por (x-a) es igual al valor numérico del
polinomio cuando x=a, es decir:

r=P(a)

El teorema nos dice:
e Sidividimos el polinomio P(x) por (x-a) obtenemos, ademas de un cociente,
un resto, r.
e Si calculamos el valor numérico del polinomio P(x) cuando x=a, obtenemos
un numero al que llamamos P(a). El teorema nos asegura que r es igual a
P(a)

Demostracion:

Sabemos que P(x) = (x —a)C(x) +r
En la igualdad anterior sustituimos x por a, obtenemos:
P(a)=(a—a)C(a)+r=0C(a)+r=r

Entonces: P(a) = r, que es lo que queriamos probard

Ejemplo 1: ;Cudl es el resto de la division de P(x) = 2x* — 10x2 — 7 por x — 3?

r=P(-3)=2.(-3)*-10(-3)2—-7=281-109—-7=162—-90 — 7 = 65
Entonces el resto es 65.
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Una aplicacion del teorema del resto es la posibilidad de determinar, con calculos

senillos, cuando un polinomio es divisible por otro de la forma (x-a), es decir:

P(x) es divisible por x-a si y solo si r=0

Ejemplo 2: ¢ El polinomio P(x) = x* — 10x% + 9 es divisible por x — 3?

r=P(=3)=(-3)*-10(-3)249=81-904+9=0
Por lo tanto son divisibles.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: Calcular el valor numérico del polinomio 5x* — 6x? + 2x + 3 para:

a) x=1 b) x= 0 c) x=2 d) x=-1 e) x=v2

Ejercicio 2: Calcular sin dividir, el resto de las divisiones que siguen:

a) (2x®—3x2+4x—-9)+ (x+2) b) (x3—8) + (x — 2)
c)(x3+8) =+ (x —2) d) (7 +x°+x3+x+1)= (x+1)
Ejercicio 3: a) Calcular el cociente y el resto de la division
(x5—=7x3—-3x2-8x—-3)+ (x —3)
b)Segun el resultado encontrado, ¢ puedes escribir el polinomio
dividendo como producto d dos factores?......Si tu respuesta es

afirmativa escribelo.

3.5 Raices de un polinomio

Un namero real a, es raiz del polinomio P(x) si a, es solucion de la ecuacion
POx=0 (1

Es decir que, si reemplazamos en el polinomio a la x por la a, ésta verifica la

ecuacioén (1), entonces tenemos:

Si a es raiz de P(x) entonces el polinomio P(x) es divisible por x-a, por lo tanto,
a P(x) podemos expresarlo como:

P(x) = (x —a)C(x)

Donde C(x) es el cociente de dividir a P(x) por (x-a)
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Ejemplo 1: ¢ Es 2 raiz del polinomio P(x) = 2x3 — 2x? — 28x + 48
Calculamos: P(2) = 2.23 — 2 — 22 — 28.2 + 48=0

Como P(2)=0, 2 es raiz de P(x), por lo tanto P(x) es divisible por x-2: entonces
aplicando la regla de Ruffini determinamos el C(x):

2 2 28 48

‘ 4 4  -48
2 2 -24 0

C(x) = 2x% + 2x — 24

Luego
P(x) = (x — 2)(2x% + 2x — 24) (1)

P(x) esta expresado como producto de dos polinomios uno de 1° grado (x-2) y
otro de 2° grado 2x% + 2x — 24. Por lo tanto podemos analizar si es posible
encontrad un factor (x-a) que divida al polinomio C(x).

El término independiente, 24, es multiplo de 3, entonces ¢ sera 3 raiz de C(x)?

C(x)=2.324+23—-24=18+6—-24=0

Por lo tanto se puede afirmar que 3 es raiz de C(x), por lo tanto C(x) es divisible
por (x-3) y aplicamos la regla de Ruffini para determinar el cociente C1(x).

2 |2

3 24

6
2 8 0
Luego: C;(x) = 2x +8 por lo tanto C(x) = (x — 3)(2x + 8)

Reemplazando este ultimo resultado en la expresion (1) de P(x), nos queda:

Px)=(x—3)2x+8)(x—2)=(x—-3)2(x+4)(x—2)
P(x)=2(x—-3)(x+4)(x—2)

Es decir, que se ha logrado una factorizacion completa de P(x).

Si el polinomio P(x) es de grado n, entonces tienen como mdximo n raices.
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3.5.1 Factor comun

En el polinomio C(x) =2x+ 8, el nimero 2 divide a cada término, entonces
pudimos extraerlo como factor comun, es decir lo pudimos expresar como:
Cx)=2(x+4)

Esta “extraccion” que se hizo al finalizar la factorizacion de P(x), se podria haber
realizado antes. Es mas, es conveniente siempre extraer todos los factores
comunes y luego continuar con la factorizacion.
Analicemos nuevamente el polinomio P(x):

P(x) = 2x3 — 2x% — 28x + 48
Si se observan los coeficientes se puede notar que todos son multiplos de 2, por lo
tanto 2, e factor coman:

P(x) = 2(x3 — x? — 14x + 24)

3.5.2 Factorizacion de Polinomios

En este punto, son dos los interrogantes importantes que debemos plantearnos
antes del desarrollo:
¢, Qué es factorear un polinomio?
¢, Coémo lo hacemos?
e Factorear o factorizar un polinomio es expresarlo como producto de factores.
Volvamos al polinomio P(x), para poder responder a la segunda pregunta:
P(x) =2x3—2x2—-28x+48=2(x—2)(x—3)(x + 4)
Si analizamos la expresion factorizada del polinomio:
e Elnumero 2 es igual al coeficiente principal del polinomio o el coeficiente del
término de mayor grado.
e Los términos independientes de cada uno de los factores de primer grado,
cambiados de signo, 2, 3y -4, son justamente las raices de P(x).
Esta forma de factorear el polinomio P(x) es en realidad un caso particular del

siguiente resultado general:
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Sir, Iy,.....Im son raices del polinomio P(x) = apx™ + ap_x™ 1 + - ...+ ayx + aq,
es decir si se verifica:

P(ry) =0; P(r;) =0; ....; P(1) = 0;
Entonces el polinomio se puede escribir de la forma:

Px)=a,(x—r)(x—13) .. (x = 13,)

Llamada descomposicién factorial del polinomio.

Ejemplos: factorizar, utilizando las definiciones anteriores:

A(x) = x5 —9x3 B(x) =x*—-8x+ 16 D(x)=x*—-1

E(x) =2x3—9x%>—-6x+5 F(x) = x5 + x* — 5x3 + x% — 6x
1) Sacar factor comun, siempre que sea posible:

Observamos que, los polinomios A(x) y F(x) tienen factor comun, por lo tanto, los
extraemos:

A(x) = x5 —9x3 = x3(x? - 9)
F(x) =x° +x* —=5x3 + x* — 6x = x(x* + x® — 5x% + x — 6)

2) Como no quedan totalmente factorizados los polinomios, utilizamos las
igualdades notables y/o el método de las raices:

AxX) =x>—9x3 =x3(x?-9) =x3(x = 3)(x + 3)

Por lo tanto, A(X) queda totalmente factorizado.

Los polinomios B(x) y D(x) son igualdades notables: cuadrado de un binomio y
diferencia de cuadrados, respectivamente. Aplicando estos recursos logramos sus
factorizaciones:

B(x) =x*—8x+16 =x?—24x + 4% = (x — 4)?
DX)=x*-1=0@x?+DE*-1D)=x*+1D(x-D(x+1)

En los polinomios E(x) y F(x), no es posible usar ninguna igualdad notable. Para
lograr su factorizacion, utilizaremos el método de las raices:

Consideramos F(x), donde habiamos sacado factor comun x, por lo tanto O es raiz
del polinomio:

Flx)=x%+x*—5x3+x? —6x =x(x*+x3—-5x2 +x—6) = xQ,(x) (1)

El término independiente de Q1(x) es 6, cuyos divisoresson 1, -1, 2,-2, 3,-3,6y -
6 ¢cuales son raices de Q1(x)?
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Probamos: Q;(1) = 1* + 13 - 512+ 1—-6=-8 20 1 no es raiz
QD) =(-D*+(-1)>*=5(-1)?+ (1) —6=-12#0 -1 no es raiz
0:2)=@)*+(2)3*-512)?*+((12)—-6=0 2 es raiz

Por lo tanto dividimos a Q1(x) por x-2.

1

1 -5 -6
2 6 6
3 1 0

|1

Q,(x) =x3+3x>+x+3
Q1(x) = (x —2)(x> +3x* +x +3) = (x — 2)Q,(x) 2)

Repetimos el proceso con Q2(x), los divisores de 3 son: 1, -1, 3 y -3, probamos
directamente con 3 y -3 (ya sabemos que 1y -1 no son raices).

Q,(3)=(33+332+3+3)=60 =0 3 no es raiz
Q,(=3)=((-3)*+3(-3)2+(-3)+3)=0 -3esraiz

Por lo tanto, dividimos Q2(x) por x+3:
3

‘ -3

1 0

| Q;(x) =x*+1
Entonces: Q,(x) = (x+3)Q3(x) = (x +3)(x* + 1)

-3

Reemplazando en 2, obtenemos:
Q1) =(x—2)(x3+3x2+x+3)=(x—2)Q,(x) = (x —2)(x + 3)(x% + 1)

Como Q5(x) = x% + 1 no tiene raices reales, por lo tanto, se para el proceso. Si
reemplazamos Qi(x) en 1 obtenemos:

F(x)=x>+x*—5x3+x2—6x=x0Q;(x) =x(x —2)(x +3)(x2+ 1)
Que es la factorizacion completa del polinomio F(x).

Factorizamos ahora el polinomio E(x)=2x3—-9x2—-6x+5, el término
independiente es 5, sus divisores son: 1, -1, 5y -5.

Calculamos:
E(1)=21>-912-6.1+5=-8 1 no es raiz
E(-1)=2(-1)2-9(-1)2?-6.(-1)+5=0 -lesraiz

Dividimos E(x) por x+1:
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Entonces: E(x) = (x + 1)(2x* — 11x + 5)

Ahora factorizamos: 2x% —11x +5. Tenemos dos opciones: repetimos el
procedimiento anterior o, como es un polinomio de 2° grado podemos usar la
férmula para determinar sus raices:

111V121——40__11¢V81__1119
4 T4 4

X12 =

Por lo tanto, las raices son:
1
X1 = 5 ) Xy = E

Por lo tanto Q(x) = 2x?2 — 11x + 5 = (x — 5)(x — %)
Luego:

E(x)=2x3-9x2—6x+5=2(x+ 1)(x—5)(x—%)

Quedando totalmente factorizado.

Resumiendo:

e Se debe determinar alguna de las raices enteras de P(x) probando con los
divisores del término independiente, por ejemplo a.

e Efectuamos la division de P(x) por x-a determinando otro polinomio Q(x) tal
que:

P(x)=(x-a) Q(x)

e Repetimos el proceso con Q(x) y asi seguimos hasta que obtenemos un
polinomio que no se pueda descomponer y asi tenemos la factorizacién de
P(x).

Nota: si un polinomio de grado n tiene al menos n-2 raices enteras, es facil
factorizarlo, de lo contrario es mucho mas complicada su factorizacion.
Con todo lo visto hasta aqui también se pueden construir polinomios con

caracteristicas que nos convengan.

Ejemplos:

Solo con raices enteras: (x +2)(x —3)(x + 5) = x3 + 4x? — 11x — 30

1

Sélo con raices fraccionarias: 12 (x + %) (x - E) (x - %) =12x3 —4x2 - 3x+2

Con raices enteras y fraccionarias: 5(x — 1)(x + 1) (x - g) =5x3—-3x2-5x+3
Sin raices reales: (x? + 1)(x? + 2x + 4) =
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: En las siguientes expresiones, extraer todos los factores comunes:

e 6a3b — 8abc + 4a*b?c? — 2ab(3a® — 4c + 2ab?*c?)
6 _ 2. 4 3_o.,3(,3_1
o 2x o X + 2x 2x (x 5x+1)

o 4x%—36x* —4x*(x —9)

Recuerda: aplicando la  propiedad
distributiva volvemos a la expresién que
teniamos al principio.

Ejercicio 2: Sin Calcular, razona: ¢por qué? 2y 3 no son raices del polinomio 2x* —
x?—x+11

Ejercicio 3:

a) razonar porqué x —1; x+1; x+2; x—2; x4; x—4 son posibles divisores
dex3—x?—4x+4

b)¢,Por qué x+3 puede serlo?

c)Factorear el polinomio dado.

Ejercicio 4: Factorear los siguientes polinomios
a)x3 + 6x% —x — 30 b) 4x5 — 44x3 + 40x c)2x3 — 3x? — 8x + 12
d) x3+8 e) 3x°> —3 fx*—16

Ejercicio 5: Escribir un polinomio:

a) Conraices-2,3y-5

b) De cuarto grado con raices -2, 3y -5

74



N

Curso Introductorio de Matematica 2019

RIO NEGRO

UNIVERSIDAD
NACIONAL

3.6 Expresiones algebraicas fraccionarias

Una expresion algebraica fraccionaria o expresion algebraica racional es el
cociente de dos polinomios, es decir:

P&

20) Vv xeR tal que Q(X) =0

Las expresiones algebraicas racionales son en muchos aspectos, muy semejantes
a los numeros fraccionarios (niumeros racionales). Asi por ejemplo en (a) x es el

numerador y x3 — 3 es el denominador de la expresion algebraica.

Cuando el numerador y el denominador de una expresion racional no tienen
factores en comun (excepto 1y -1) decimos que es una expresion irreducible.

Ejemplos:

2) x%-1 _(-D@+1) _ x4l
/x2—6x+5 (x-1)(x-5) x-5

x°—8x%  x?(x3-8) _ x?(x-2)(x%+2x+4) _ x%+2x+4
x*+x3-6x2  x2(x2+x—6) x2(x—2)(x+3) x+3

\
)

. : P(x)
Dos fracciones algebraicas —=
g o0 Y

P(x).S(x) = R(x).Q(x)

x)

R . .
R son equivalentes si y solo si:
S(x)

Ejemplos:

x%-1 . x+1
——— esequivalntea —
x2—6x+5 x-5

a)

x5-8x2 x24+2x+4

b)

es equivalnte a

x%+x3—-6x2 x+3

Estas expresiones se obtienen simplificando las primeras.
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x—1 . x%-1
——— es equivalnte a
x3-x24+x-1

a)

x%—1

orque ambas son iguales a:
porg 9 x2+1

VERIFICAR!!

Al multiplicar el numerado y el denominador de una expresion algebraica por un

mismo polinomio, se obtiene una expresion equivalente a la dada, es decir:

x=7 (x-=7)x+1) x*-6x—7
x+5 (x+5)(x+1) x2+6x+5

Usando este resultado, dadas varias expresiones podemos encontrar otras,
equivalentes a ellas, que tengan el mismo denominador, es decir, las reducimos a

comun denominador.

Ejemplos: Reduce a comun denominador las expresiones

4x+1 . xX+2 . x-3

X x+1 x(x+1)

Procedemos como cuando se trabaja con fracciones, es decir, hallamos el
minimo comdn mdltiplo de los denominadares factorizados:
Recuerda: Minimo comun mdltiplo es el
m.c.m[x;x + 1;x(x + 1)] = x(x + 1) | producto de los factores comunesy no comunes
con su mayor exponente.

Entonces, el denominador comun de las expresiones es el m.c.m. luego, se
divide el m.c.m. por el denominador de cada expresion, posteriormente se
multiplica cada numerador por el resultado de tal division, obteniendo las
expresiones algebraicas:

(4x+1)(x+1) (x+2)x . x-3

x(x+1) x(x+1) x(x+1)
Esta dltima no cambid, porque el denominador comun es justamente el
denominador.
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3.6.1 Sumay Resta

Para sumar expresiones algebraicas racionales, se reducen a comun
denominador y se suman los numeradores resultantes.

Ejemplos:
x+1 2x—3 x+2 _ (x+1)(x-2) | 3(2x-3)  3x(x+2) _

3x x2-2x = x-2 3x(x—2) 3x(x—2) 3x(x-2)
(x%—x-2)+(6x-9)+(Bx%+6x) _ 4x?+11x—-11

a)

3x2—6x 1 3x2—-6x
101 x+(~1 x-1
b) STz = =—

x2 x2

3.6.2 Producto o multiplicacion

El producto de dos expresiones algebraicas racionales es igual a la expresion
que resulta de multiplicar los numeradores dividida por la multiplicacién de los
denominadores.

Ejemplos:

2
Ox+2 5x-2 _ (5x+2)(5x-2) _ 25x“—4

a . =
7 x x+1 x(x+1) xZ+x
x+3 1 x+3 1

b) = =

x-3 (x+3)2  (x—=3)(x+3)2  x2-9

3.6.3. Cociente o division

El cociente de dos expresiones algebraicas racionales es igual a la expresiéon
gue resulta d multiplicar la primera por la inversa de la segunda.

x*-1 x _ (x-1)(x+1) x

) =x—-1
X x+1 X x+1

1 __ x+3

(x+3)3
x-3  (x+3)2 x-3°

x—3

(x+3)? =

. 5x—2 _ 5x+42 x+1 _ 5x%+47x+2

x+1 x '5x—2  5x2-2x
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1: Simplificar

ax? x?(x-1) x245x
a)—— ) ~— C) >
azx x(x+1)(x-1) x(x+5)
x+x2 4—x? 9x2%—4
)x2+x3 e) x—2 1:)9x2—12x+4
Ejercicio 2: Calcular
X x+3 1 1
a) vz xrz b) X2+10x+25  x+5
)4—x2 x%+6x+9 ) x*(x-1) | x*-x
x2-9 " x2+4x+4 X245x4+6 = x2-9
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